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摘　要：研究基于ＥｌＮａｂｕｌｓｉ模型的分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的Ｌｉｅ对称性与守恒量。基于按ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ积分
拓展的类分数阶变分问题导出ＥｌＮａｂｕｌｓｉ模型的ＤＡｌｅｍｂｅｒｔＬａｇｒａｎｇｅ原理，得到系统的运动微分方程；给出分数
阶Ｌｉｅ对称性的定义和判据，建立了Ｌｉｅ对称性确定方程，并提出广义Ｈｏｊｍａｎ定理，给出广义Ｈｏｊｍａｎ守恒量存
在的条件及其形式；最后，建立了广义 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，给出分数阶 Ｌｉｅ对称性导致 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量的条件及其形
式，并给出两个算例以说明结果的应用。
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　　Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性总可以导致守恒量，而 Ｌｉｅ对
称性没有这种性质。Ｌｉｅ对称性寻找守恒量通常找
到的是Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量［１］。１９７９年，Ｌｕｔｚｋｙ［２］将Ｌｉｅ
方法引入动力学系统，研究了二阶动力学系统在时

间和坐标的速度依赖的无限小变换下的不变性质，

建立了 Ｌｉｅ对称性与 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量之间的联系；
１９９４年，赵跃宇［３］将其推广到非保守力学系统；

１９９９年，梅凤翔［４］系统地阐述了约束力学系统的

Ｌｉｅ对称性与 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量。１９９２年，Ｈｏｊｍａｎ［５］

导出了一个新的守恒定理，其守恒量的构造仅取决

于运动方程的对称变换，而没有用到系统的 Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ或Ｈａｍｉｌｔｏｎ结构。Ｌｕｔｚｋｙ［６］将此方法推广至
Ｌａｇｒａｎｇｅ系统；梅凤翔［７－８］将 Ｈｏｊｍａｎ定理拓展到
相空间离散力学系统和广义 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统；张
毅［９－１０］研究了Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统和广义经典力学系统的
Ｌｉｅ对称性与 Ｈｏｊｍａｎ守恒量；罗绍凯［１１］给出了非

完整力学系统的Ｈｏｊｍａｎ守恒量；张宏彬［１２］得到了

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的一般Ｌｉｅ对称性导致的 Ｈｏｊｍａｎ守恒
量。关于Ｌｉｅ对称性与 Ｈｏｊｍａｎ守恒量的研究已经
取得一系列重要成果［１３－１５］。

分数阶微积分的发展可追溯至 １６９５年，
Ｒｉｅｗｅ［１６］于１９９６年首次把分数阶微积分应用于非
保守系统的动力学建模。２００５年，ＥｌＮａｂｕｌｓｉ［１７］基
于ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶积分的定义提出了一个
非保守动力学模型。该模型的新颖处体现在：分数

阶时间积分仅引进一个实参数 α，得到的方程形式
简单仅依赖分数阶积分的阶，并不出现分数阶导

数。至今，此方法已得到诸多成果［１８－２０］。本文将

进一步研究基于 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ模型的分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ
系统的Ｌｉｅ对称性与守恒量。

１　基于按ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ积分拓展
的类分数阶变分问题

　　左ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶积分定义为［１７］：

０Ｉαｔｆ（ｔ）＝
１

Γ（α）∫
ｔ

０
ｆ（τ）（ｔ－τ）α－１ｄτ （１）

设力学系统的位形由广义坐标 ｑｋ（ｋ＝１，…，ｎ）确
定，Ｌ＝Ｌ（τ，ｑ，ｑ）为系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数。基于积
分 （１），可定义如下的变分问题［１７］：

求积分泛函

Ｓ（γ）＝ １
Γ（α）

∫
τ２

τ１
Ｌ（τ，ｑｋ（τ），ｑｋ（τ））（ｔ－τ）α

－１ｄτ （２）

在固定边界条件

ｑｓ（τ１）＝ｑｓ，１，　ｑｓ（τ２）＝ｑｓ，２
（ｓ＝１，…，ｎ） （３）

下的极值问题，其中γ为一条曲线，０＜α≤１，ｑｓ
＝ｄｑｓ／ｄτ，Γ为 ＥｕｌｅｒＧａｍｍａ函数，ｔ为观察者时
间，τ为固有时间，且ｔ≠τ，Ｌ是其变量的Ｃ２类函
数。

据变分理论知，泛函 （２）在 ｑｓ＝ｑｓ（τ）取极
值的必要条件为δＳ＝０，即

δＳ＝ １
Γ( )α∫

τ２

τ１

Ｌ
ｑｓ
δｑｓ＋

Ｌ
ｑｓ
δｑ( )ｓ

（ｔ－τ）α－１ｄτ＝０ （４）

由 （３）知 Ｌ
ｑｓ
ｔ－( )τα－１δｑ[ ]ｓ τ２

τ１ ＝０，故

∫
τ２

τ１

Ｌ
ｑｓ
δｑｓ（ｔ－τ）α

－１ｄτ＝

∫
τ２

τ１

Ｌ
ｑｓ
（ｔ－τ）α－１ｄ（δｑｓ）＝

Ｌ
ｑｓ
（ｔ－τ）α－１δｑ[ ]ｓ τ２

τ１
－

∫
τ２

τ１

ｄ
ｄτ
Ｌ
ｑｓ
（ｔ－τ）α－１－Ｌｑｓ

（α－１）（ｔ－τ）α－[ ]２·
δｑｓｄτ＝－∫

τ２

τ１

ｄ
ｄτ
Ｌ
ｑｓ
（ｔ－τ）α－１[ －

Ｌ
ｑｓ
（α－１）（ｔ－τ）α－２ ]　　δｑｓｄτ （５）

将式 （５）代入式 （４）得

δＳ＝ １
Γ（α）∫

τ２

τ１

Ｌ
ｑｓ
－ｄｄτ

Ｌ
ｑ( )
ｓ
（ｔ－τ）α－１[ ＋

Ｌ
ｑｓ
（α－１）（ｔ－τ）α－ ]２ δｑｓｄτ （６）

由于积分区间［τ１，τ２］的任意性，故有
Ｌ
ｑｓ
－ｄｄτ

Ｌ
ｑ( )
ｓ
（ｔ－τ）α－１[ ＋

Ｌ
ｑｓ
（α－１）（ｔ－τ）α－ ]２ δｑｓ＝０ （７）

式 （７）可称为基于 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ模型的 ＤＡｌｅｍｂｅｒｔ
Ｌａｇｒａｎｇｅ原理。

对完整系统而言，δｑｓ（ｓ＝１，…，ｎ）是独立的，
故由 （７）得

ｄ
ｄτ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
＝α－１ｔ－τ

Ｌ
ｑｓ
（ｓ＝１，…，ｎ） （８）

　　方程 （８）称为基于 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ模型的分数阶
Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程［１７］，当 α＝１
时，方程 （８）退化为经典 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的运动微
分方程。

假设系统非奇异，即 ｄｅｔ ２Ｌ
ｑｓｑ

( )
ｋ
≠０，则由式

８９
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（８）可求得广义加速度，记作：
ｑ̈ｓ＝αｓ（τ，ｑ，ｑ）（ｓ＝１，…，ｎ） （９）

２　分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的Ｌｉｅ对称性
与广义Ｈｏｊｍａｎ守恒量

２１　系统的Ｌｉｅ对称变换与确定方程
引入无限小群变换

τ ＝τ＋Δτ，
ｑｓ（τ）＝ｑｓ（τ）＋Δｑｓ，（ｓ＝１，…，ｎ）（１０）

其展开式为

τ ＝τ＋εξ０（τ，ｑ，ｑ）

ｑｓ（τ）＝ｑｓ（τ）＋εξｓ（ｔ，ｑ，ｑ）
（ｓ＝１，…，ｎ） （１１）

式中ε为无限小参数，ξ０、ξｓ为无限小生成元。
引入无限小生成元向量

Ｘ（０） ＝ξ０

τ
＋ξｓ


ｑｓ

（１２）

其一次扩展为

Ｘ（１） ＝Ｘ（０）＋ 珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )０·


ｑｓ
（ｓ＝１，…，ｎ） （１３）

二次扩展为

Ｘ（２） ＝Ｘ（１）＋
珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξｓ

－２αｓ
珔ｄ
ｄτξ０

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξ( )０ ̈ｑｓ （１４）

其中
珔ｄ
ｄτ
＝
τ
＋ｑｓ


ｑｓ
＋αｓ


ｑｓ
（ｓ＝１，…，ｎ）。

方程 （９）在无限小群变换 （１１）下的不变性
归为如下的Ｌｉｅ对称性确定方程

珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξｓ

－２αｓ
珔ｄ
ｄτξ０

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξ０

＝

Ｘ（１）（αｓ）（ｓ＝１，…，ｎ） （１５）
　　定义１　如果无限小群变换 （１１）的生成元满
足Ｌｉｅ对称性确定方程 （１５），则称相应的对称性
为基于按 ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ积分拓展的 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ
模型的分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （８）的Ｌｉｅ对称性。
２２　广义Ｈｏｊｍａｎ定理

Ｌｉｅ对称性不一定导致守恒量。下面的定理给
出基于按 ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ积分拓展的 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ
模型的分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的Ｌｉｅ对称性导致广义
Ｈｏｊｍａｎ守恒量的条件及其形式。

定理１　对于分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （８），如果
无限小生成元 ξ０，ξｓ满足 Ｌｉｅ对称性确定方程
（１５），且存在一个函数λ＝λ（τ，ｑｓ，ｑｓ）使得

αｓ
ｑｓ
＋
珔ｄ
ｄτ
ｌｎλ＝０ （１６）

则系统的Ｌｉｅ对称性直接导致广义Ｈｏｊｍａｎ守恒量，
形如

ＩＨ ＝
１
λ

τλξ

( )
０ ＋

１
λ

ｑｓ
λξ( )
ｓ ＋

１
λ

ｑｓ
·

λ
珔ｄ
ｄτξｓ

－λｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )０ －珔ｄｄτξ０ ＝ｃｏｎｓｔ （１７）

　　证明：
珔ｄ
ｄτ
ＩＨ ＝

珔ｄ
ｄτ
ξ０
τ
＋
珔ｄ
ｄτ
１
λ
λ
τξ( )０ ＋

珔ｄ
ｄτ
１
λ
λ
ｑｓ
ξ( )ｓ ＋珔ｄｄτ

ξｓ
ｑｓ
＋

珔ｄ
ｄτ

ｑｓ

珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )０ ＋

珔ｄ
ｄτ
１
λ
λ
ｑｓ

珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )[ ]０ －

珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξ０

（１８）

由文献 ［５］易得：
珔ｄ
ｄτ
ξ０
τ
＝
τ
珔ｄ
ｄτξ０

－
αｋ
τ
ξ０
ｑｋ

（１９）

珔ｄ
ｄτ
ξｓ
ｑｓ
＝ 
ｑｓ
珔ｄ
ｄτξｓ

－
αｋ
ｑｓ
ξｓ
ｑｋ

（２０）

珔ｄ
ｄτ

ｑｓ

珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )０ ＝


ｑｓ
珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )０ －ｑｓ

珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )０ －

αｋ
ｑｓ


ｑｋ

珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )０ （２１）

将式（１９）－（２１）代入式 （１８），并利用式 （１５）
得

珔ｄ
ｄτ
ＩＨ ＝

珔ｄ
ｄτ
１
λ
λ
τξ( )０ ＋珔ｄｄτ １λλｑｓξ( )ｓ ＋

珔ｄ
ｄτ
１
λ
λ
ｑｓ

珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )[ ]０ ＋

αｓ
ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ０

＋
２αｓ
ｑｓτ

ξ０＋

２αｓ
ｑｓｑｋ

ξｋ＋
２αｓ
ｑｓｑｋ

珔ｄ
ｄτξｋ

－ｑｋ
珔ｄ
ｄτξ( )０ （２２）

利用式 （１６）易知：
珔ｄ
ｄτ
１
λ
λ
τξ( )０ ＝－ξ０ 

２αｓ
τｑｓ

－

ξ０
λ
αｋ
τ
λ
ｑｋ
＋１
λ
λ
τ
珔ｄ
ｄτξ０

（２３）

珔ｄ
ｄτ
１
λ
λ
ｑｓ
ξ( )ｓ ＝１λλｑｓ

珔ｄ
ｄτξｓ

－

２αｓ
ｑｋｑｓ

ξｋ－
１
λ
λ
ｑｋ
αｋ
ｑｓ
ξｓ （２４）

９９
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珔ｄ
ｄτ
１
λ
λ
ｑｓ

珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )[ ]０ ＝

１
λ
λ
ｑｓ
珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )０ －

２αｓ
ｑｋｑｓ

珔ｄ
ｄτξｋ

－ｑｋ
珔ｄ
ｄτξ( )０ －１λ

αｋ
ｑｓ
λ
ｑｋ
·

珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )０ －１λλｑｓ

珔ｄ
ｄτξｓ

－ｑｓ
珔ｄ
ｄτξ( )０ （２５）

将式（２３）－（２５）代入式 （２２）并利用式 （１６），
得

珔ｄ
ｄτ
ＩＨ ＝

１
λ
λ
ｑｓ

珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξｓ

－２αｓ
珔ｄ
ｄτξ０[ －

ｑｓ
珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξ０

－Ｘ（１）（αｓ ]） ＝０ （２６）

当ξ０ ＝０时，式 （１７）给出

ＩＨ ＝
１
λ

ｑｓ
λξ( )
ｓ ＋

１
λ

ｑｓ
λ
珔ｄ
ｄτξ( )ｓ ＝ｃｏｎｓｔ （２７）

式 （２７）称为Ｈｏｊｍａｎ守恒量。
定理１可称为基于按 ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ积分拓

展的ＥｌＮａｂｕｌｓｉ模型的分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的广义
Ｈｏｊｍａｎ定理。利用该定理，可由系统的 Ｌｉｅ对称
性直接得到守恒量 （１７）。

３　分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的Ｌｉｅ对称性
与Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量

　　下面定理给出基于按 ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ积分拓
展的ＥｌＮａｂｕｌｓｉ模型的分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的 Ｌｉｅ
对称性导致Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量的条件及其形式。

定理２　对于分数阶Ｌａｇｒａｎｇｅ系统 （８），如果
无限小生成元 ξ０，ξｓ满足 Ｌｉｅ对称性确定方程
（１５），且存在规范函数 Ｇ＝Ｇτ，ｑｓ，ｑ( )

ｓ 满足结构

方程

Ｌ
τξ０

＋Ｌ
ｑｓ
ξｓ＋

Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）＋

Ｌξ０＋
１－α
ｔ－τξ( )０ ＋Ｇ（ｔ－τ）１－α ＝０ （２８）

则系统的Ｌｉｅ对称性导致Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量

ＩＮ ＝ Ｌξ０＋
Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０[ ]）·

（ｔ－τ）α－１＋Ｇ＝ｃｏｎｓｔ （２９）
　　证明：

ｄＩＮ
ｄτ
＝ｄｄτＬξ０＋

Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０[ ]）·

（ｔ－τ）α－１＋（α－１）（ｔ－τ）α－２（－１）·

Ｌξ０＋
Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０[ ]）－（ｔ－τ）α－１·

Ｌ
τξ０

＋Ｌ
ｑｓ
ξｓ＋
Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）＋Ｌ（ξ０＋

１－α
ｔ－τξ０[ ]）＝

（ｔ－τ）α－１ ｄｄτＬξ０＋
Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０[ ]）{ ＋

１－α
ｔ－τ

Ｌξ０＋
Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０[ ]）－

Ｌ
τξ０

－Ｌ
ｑｓ
ξｓ－

Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）－

Ｌ（ξ０＋
１－α
ｔ－τξ０ }） ＝（ｔ－τ）α－１（ξｓ－ｑｓξ０）·
（
ｄ
ｄτ
Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
＋１－αｔ－τ

Ｌ
ｑｓ
）＝０

　　定理２可称为基于按 ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ积分拓
展的ＥｌＮａｂｕｌｓｉ模型的分数阶 Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的广义
Ｎｏｅｔｈｅｒ定理。利用该定理，可由系统的 Ｌｉｅ对称
性间接得到守恒量 （２９）。

４　算　例
例１　平面Ｋｅｐｌｅｒ问题的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数是

Ｌ＝１２（
ｑ２１＋ｑ

２
２）＋μ（ｑ

２
１＋ｑ

２
２）

－１
２，

ｑ２１＋ｑ
２
２≠０ （３０）

研究系统的类分数阶Ｌｉｅ对称性及守恒量。
式 （９）给出系统的运动微分方程为：

ｑ̈１ ＝－μｑ１（ｑ
２
１＋ｑ

２
２）

－３
２ ＋α－１ｔ－τ

ｑ１，

ｑ̈２ ＝－μｑ２（ｑ
２
１＋ｑ

２
２）

－３
２ ＋α－１ｔ－τ

ｑ２ （３１）

由Ｌｉｅ对称性确定方程 （１５）知
珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξ１

－２α１
珔ｄ
ｄτξ０

－ｑ１
珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξ０

＝ α－１
（ｔ－τ）２

ｑ１ξ０＋

　
　
３μｑ２１（ｑ

２
１＋ｑ

２
２）

－５
２ －μ（ｑ２１＋ｑ

２
２）

－３[ ]２ ξ１＋
３μｑ１ｑ２（ｑ

２
１＋ｑ

２
２）

－５
２ξ２＋（

珔ｄ
ｄτξ１

－ｑ１
珔ｄ
ｄτξ０
）
α－１
ｔ－τ

，

珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξ２

－２α２
珔ｄ
ｄτξ０

－ｑ２
珔ｄ
ｄτ
珔ｄ
ｄτξ０

＝ α－１
（ｔ－τ）２

ｑ２ξ０＋

３μｑ１ｑ２（ｑ
２
１＋ｑ

２
２）

－５
２ξ１＋

［３μｑ２２（ｑ
２
１＋ｑ

２
２）

－５
２ －μ（ｑ２１＋ｑ

２
２）

－３
２］ξ２＋

（
珔ｄ
ｄτξ２

－ｑ２
珔ｄ
ｄτξ０
）
α－１
ｔ－τ

（３２）

式 （３２）有解
ξ０ ＝０，　ξ１ ＝－ｑ２，　ξ２ ＝ｑ１ （３３）

由条件式 （１６）给出
珔ｄ
ｄτ
ｌｎλ＝－２α－１ｔ－τ

（３４）

式 （３４）有解

００１
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λ＝（ｑ１ｑ２－ｑ１ｑ２）（ｔ－τ）
３（α－１） （３５）

利用定理１，由式 （３３）、（３５）得
Ｉ１Ｈ ＝０ （３６）

当α＝１时，式 （３４）有另一个解

λ＝μｑ２（ｑ
２
１＋ｑ

２
２）

－１
２ －ｑ２ｑ

２
１＋ｑ１ｑ１ｑ２ （３７）

利用定理１，由式 （３３）、（３７）得

Ｉ２Ｈ ＝
μｑ１（ｑ

２
１＋ｑ

２
２）

－１
２ －ｑ１ｑ

２
２＋ｑ２ｑ１ｑ２

μｑ２（ｑ
２
１＋ｑ

２
２）

－１
２ －ｑ２ｑ

２
１＋ｑ１ｑ１ｑ２

（３８）

易知，守恒量 Ｉ１Ｈ为平凡守恒量，Ｉ
２
Ｈ为非平凡守恒

量。

通过Ｌｉｅ对称性寻找相应的守恒量需特别注意
的是，因平凡守恒量没有实际意义，故应选取适当

的生成元ξ０，ξｓ，λ使守恒量是非平凡的。
由结构方程 （２８）得

－μｑ１（ｑ
２
１＋ｑ

２
２）

－３
２ξ１－μｑ２（ｑ

２
１＋ｑ

２
２）

－３
２ξ２＋

ｑ１（ξ１－ｑ１ξ０）＋ｑ２（ξ２－ｑ２ξ０）＋

Ｌ（ξ０＋
１－α
ｔ－τξ０

）＋Ｇ（ｔ－τ）１－α ＝０ （３９）

由式 （３３）和式 （３９），得
Ｇ＝０ （４０）

利用定理２，由式 （３３）、（４０）得
ＩＮ ＝ ｑ１ｑ２－ｑ１ｑ( )

２ ｔ－( )τα－１ ＝ｃｏｎｓｔ（４１）

　　例２　设系统的位形由两个广义坐标 ｑ１，ｑ２来
确定，其Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝ １２（
ｑ２１＋ｑ

２
２） （４２）

研究该系统的类分数阶Ｌｉｅ对称性及守恒量。
式 （９）给出系统的运动微分方程为：

α１ ＝ｑ̈１ ＝
α－１
ｔ－τ

ｑ１，　α２ ＝ｑ̈２ ＝
α－１
ｔ－τ

ｑ２（４３）

由确定方程 （１５），得
ξ０ ＝０，　ξ１ ＝１，　ξ２ ＝１ （４４）
ξ０ ＝１，　ξ１ ＝ｑ１，　ξ２ ＝ｑ２ （４５）

由条件式 （１６），得
λ＝ ｑ１ｑ２－ｑ１ｑ( )

２ ｔ－( )τ３ α－( )１ （４６）
利用定理１，由式 （４４）、（４６）得

Ｉ１Ｈ ＝
ｑ２－ｑ１
ｑ１ｑ２－ｑ１ｑ２

＝ｃｏｎｓｔ （４７）

由式 （４５）、（４６）得
Ｉ２Ｈ ＝０ （４８）

由结构方程 （２８）和式 （４５），得

Ｇ＝１２∫１－( )α （ｑ２１＋ｑ
２
２）（ｔ－τ）α

－２ｄτ（４９）

利用定理２，由式 （４５）、（４９），得

ＩＮ ＝
１
２（
ｑ２１＋ｑ

２
２）（ｔ－τ）α

－１＋１２∫（１－α）·
（ｑ２１＋ｑ

２
２）（ｔ－τ）α

－２ｄτ＝ｃｏｎｓｔ （５０）
当 α＝１时，该守恒量退化为经典守恒量。式
（５０）为

ＩＮ ＝
１
２（
ｑ２１＋ｑ

２
２）＝ｃｏｎｓｔ （５１）

５　结　论
本文研究基于 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ模型的分数阶 Ｌａ

ｇｒａｎｇｅ系统的 Ｌｉｅ对称性与守恒量，得到了 Ｌｉｅ对
称性导致的广义 Ｈｏｊｍａｎ守恒量和 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量。
本文结果具有一般性，当α＝１时，结论退化为经
典力学系统的Ｌｉｅ对称性与守恒量，当 ξ０ ＝０，广
义Ｈｏｊｍａｎ守恒量结论退化为 Ｈｏｊｍａｎ守恒量。文
中的方法和结论还可进一步推广应用于研究分数阶

Ｌａｇｒａｎｇｅ系统的Ｍｅｉ对称性与守恒量问题等。
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